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Kwantyzacja tadunku i zasada
zachowania tadunku

Kazdy elektron ma mase = m, itadunek = -e

Kazdy proton ma mase = m, itadunek = e

e=1,602-10'C tadunek elementarny

Kazdy inny fadunek jest wielokrotnoscig tadunku elementarnego

|Q|= Ne

[0 Catkowity tadunek uktadu odosobnionego, tzn.
algebraiczna suma dodatnich i ujemnych tadunkow
wystepujacych w dowolnej chwili, nie moze ulegac
Zzmianie. [

Qcajfk:COﬂSt J Qcaﬂ(: Qe+ Qp =-2et+t2e=0
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Przyktady zasady zachowania tadunku

0 Rozpad promieniotworczy jadra uranu

238U—>234 Th+2He —

/‘ \ Emisja czastki a

Liczba atomowa Z=92 oznacza 92 Z zasady zachowania fadunku

protony w jadrze 1 tadunek 92¢ 02e=90e+2¢

[0 Proces anihilacji elektronu e i antyczastki - pozytonu e*

_ = Emisja dwoch kwantow
e +¢€ —> Y + Y - promieniowania
elektromagnetycznego
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Empiryczne prawo Coulomba (1736-1s06)

g, = 8,85-10°12

centimetre
ruler
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Suspension head 1 7 8 5 - Wa g a
skrecen =
12
Fek-2
ibre
F r
tension s> —force scale
spring s (inFunits) k = gdZie
4mte,,
arm / metal sphere A C 2

Nm?



Feai= Z F;
l
. tadunki q;, q,1 qp
dL o Jdr sq tego samego znaku
B k _ A
Fo—F,+F, qo(qL2 Ir) ¢
X
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Natezenie pola elektrycznego

S
E

do

E — tadunek prébny g, >0

Jg

Wektor natezenie pola tadunku punktowego
ma taki sam zwrot jak wektor sity dziatajgcej
na dodatni tadunek prébny.

~  kq .

E——zl‘
r

Natezenie pola pochodzace od wielu fadunkéw punktowych

(rozktad dyskretny)

E-3E -3 3

lrl
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Przyktady

A

1) Dwa tadunki +Q oraz -40Q wytwarzajq w :
punkcie P wypadkowe pole elektryczne. Oblicz
i narysuj wektor tego pola.

=

.40 _ . Q _ P
E.=F = rdz—k;—Ew /N &
E E,

2) Dwa tadunki punktowe +q i -1/9qg znajdujq sie w odlegtosci r od
siebie. W jakiej odlegtosci x od tadunku -1/9qg znajduje sie punkt w
ktorym wypadkowe natezenie podl elektrycznych pochodzacych od
tych tadunkow jest rowne zero ?

xX=r/2
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Linie pola elektrostatycznego

- a -
\
Pole tadunku punktowego- Dwa jednoimienne fadunki
symetria sferyczna punktowe
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Dipol elektryczny - dwa réznoimienne
tadunki w bardzo matej odlegtosci

——

p
——————————

P> —
«

moment dipolowy

L
—q @—r@% odlegto$é miedzy tadunkami

p=qL
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Ciggty rozktad tadunku

0 Dla tadunkow dyskretnych
pole wypadkowe E jest
sumg wektorow natezenia

E. czyli: E-= ZEi

0 Dla tadunku, dg, natezenie
pola elektrycznego w punkcie
P dane jest zgodnie z prawem dE=—"1"F
Coulomba jak dla tadunku punktowego

[1 Dla ciggtego rozktadu tadunku pole — —  rkdq .
wypadkowe jest catka: = .[dE = J‘ 2 =

o
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W zaleznosci od rozktadu tadunku rozrozniamy:

O gestosc liniowg tadunku A, dq
(+++++++++ (— _d_X
X

O gestos¢ powierzchniowg tadunku o,

[0 gestosc objetosciowg tadunku p

_dq

Dla ciggtego rozktadu tadunku, w
zaleznosci od rodzaju gestosci

tadunku, pole wypadkowe moze by¢ FE = |dE = I kpdV r
catkg liniowg, powierzchniowg lub 2 r’
objetosciowa:
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Przyktad

O Znalez¢ wektor natezenia pola elektrycznego w punkcie P
na osi liniowego rozktadu tadunku

, kdq Y
dE, = —— =% . A
(xo = x) dg = Adx r o
< \ L > P 4
dgq = Adx —++++i+++++—o—>—x
->|‘|<-
dE, = KAdx o dx

(%0 —x)? z «—— X —>}e XO—JC4:'
| X0

Wypadkowe natezenie pola jest =
sumg pol pochodzacych od I :.[dE _I kAdx kA L
0

tadunkdéw elementarnych dq:
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Strumien pola (elektrycznego) -
przypomnienie

Dla dowolnej powierzchni

AD- =EoAA
®p = > EoAA
Py = [EodA

W prawie Gaussa wystepuje strumien
przechodzacy przez dowolng
powierzchnie zamknietg
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Prawo Gaussa dla pola elektrycznego

Catkowity strumien pola elektrycznego przechodzacy przez
dowolng powierzchnie zamknigtg jest proporcjonalny do
calkowitego tadunku zawartego wewnatrz tej powierzchni.

CDEZ=1$ fffodS:i
€0 €0

S
Wiasciwosci powierzchni Gaussa:
[1 Powierzchnia Gaussa jest tworem hipotetycznym, matematyczng
konstrukcjg myslowa,

[] Jest dowolng powierzchnig zamknieta, lecz w praktyce powinna miec
ksztatt zwigzany w symetrig pola,

[0 Powierzchnie Gaussa nalezy tak poprowadzi¢ aby punkt, w ktorym
obliczamy natezenie pola elektrycznego lezat na tej powierzchni.
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Od prawa Gaussa do prawa Coulomba

Gaussian /

[] tadunek punktowy g otaczamy surface /
powierzchnig Gaussa — sferg o y E
promieniu r poniewaz @ g1

E = const na powierzchni sfery oraz =

Ell p
cos0=1

[1 Obliczamy catkowity strumien przez powierzchnie Gaussa
D =§17:od2& =§Ecose dA:§EdA

O, =E§dA=E(4m2)
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[0 Korzystamy z prawa Gaussa D -4

€6

0 Poréwnujemy z obliczonym strumieniem

Edm?)=2L = |Em=—1—
€, 4me 1

1 qq,
472'80 ]"2

Ostatecznie F(r)=
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Liniowy rozktad tadunku

27y Catkowity strumien przechodzacy
_— przez powierzchnie Gaussa
Gaussian (DE — 2ntrhE
surface
h
Catkowity tadunek —h
Hh\g zawarty wewnatrz Q=
y i powierzchni Gaussa
Q Ah
zatem Qp =—=—
Lh €6 0
2nirhE = —
€o 1
Wartos$¢ wektora E = =
2me, T

symetria cylindryczna hatezenia pola elektrycznego
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Powierzchniowy rozktad tadunkow

O Catkowity strumien przez . '/“
powierzchnie Gaussa PRAA R
+

+
- ¥ + 4 ~— powierzchnia
@, =2ES B ey A G
E q-.--_;’_,‘f, ¥l
4"\_‘_/ + >
pE x

0 Z prawa Gaussa v ok ey s
4 + A +
o + o 4 v +
D — Q oS o
E — = ' a)
8O 80
O Wartos¢ wektora natezenia = % %
pola Fa— = B
o E S
E = - + -
2¢, = 5 =
b)
Wydziat Informatyki, Elektroniki i 18

Telekomunikacji - Teleinformatyka



Pole elektryczne sferycznego rozktadu
ladunkow

Catkowity strumien przez powierzchnie

Gaussa bedqgcg sfere o promieniu r
WYNOSi:

Op =4nr’E
Z prawa Gaussa: (038 =

tadunek catkowity Q jest roztozony tylko
na powierzchni sfery o promieniu R

Ze wzgledu na rozktad tadunku rozwazmy dwa przypadki:

Q Pole na zewngtrz pustej powtoki
O r>R E= sferycznej jest takie jakby caty
dme " tadunek byt skupiony w $rodku kuli
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[] r<R

wewnatrz powierzchni
Gaussa tj. sfery o promieniu
r nie ma tadunku czyli Q=0,
®.=0 a zatem E=0

Pole wewnatrz natadowanej
powtoki sferycznej wynosi
Zero
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Zastosowania prawa Gaussa

[0 Prawo Gaussa stosujemy do obliczania
natezenia pola elektrycznego gdy znamy
rozktad tadunku lub do znajdowania rozktadu
tadunku gdy znamy pole.

0 Prawo Gaussa mozemy stosowac_zawsze ale
sens ma to tylko w tym przypadku gdy pole
elektryczne wykazuje symetrie (sferyczng,
cylindryczna).

0 Aby skutecznie skorzystac¢ z prawa Gaussa
trzeba co$ wiedziec€ o polu elektrycznym na
wybranej powierzchni Gaussa.
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W praktyce zastosowanie prawa Gaussa jest
ograniczone do konkretnych przypadkow -
symetrii:

a) pole ( ) od natadowanej nieskonczonej
ptaszczyzny (powierzchniowy rozktad tadunku)

b) pole ( ) od nieskonczenie
dtugiego preta (liniowy rozktad tadunku) lub
walca (powierzchniowy rozktad tadunku — walec
przewodzacy, objetosciowy rozkiad tadunku -
walec nie przewodzacy)

c) pole ( ) od natadowanej kuli
lub powierzchni sferycznej
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Przyktady zadan z zastosowania
prawa Gaussa.

O

Kula z dielektryka o promieniu R natadowana jest z
gestoscig tadunku zmieniajgcq sie wraz z odlegtoscig od
$rodka, opisang zaleznoscia ,- , 1_”j . Wyznaczyé
rozktad natezenia pola E. mC R

Odp.Dlar>RE =

pR®
12gq12

Nieskonczony metalowy walec o promieniu R,
jednorodnie natadowano z gestoscia o, i otoczono
Innym wspotosiowym, cienkim metalowym walcem o
promieniu 2R i takiej gestosci powierzchniowej tadunku
o., Zze pole elektryczne na zewnatrz tych walcow wynosi
Zero.

B Obliczy¢ rozktad pola w funkcji odlegtosci od osi

walcow;
B Narysowac wykres E(r);
B Okresli¢ gestosc o Odp. . =% o,
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Pole elektryczne przewodnika

L

O

Na powierzchni metalicznej (przewodzacej)
caty tadunek gromadzi sie na zewnatrz
(wewnatrz pole E=0).

Istnieje tylko sktadowa prostopadta do
powierzchni a sktadowa styczna rowna sie zeru
(gdyby istniata sktadowa
styczna to:

po powierzchni ptynatby
prad wywotany ruchem

elektronow). s 4 O

805 E 6'0
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Dygresja matematyczna - operatory

[0 Operator przyporzadkowuje np. —
polu skalarnemu odpowiednie pole TAGEREIR,
wektorowe, np.: S LRAR S

S : ;-\~ ¢ ,/_ _
. — = a A a ~ a = . H _- -
gdzie V=i—+j—+k .
o, "9, 0.

[] Gradient funkcji skalarnej to pole wektorowe wskazujgce kierunki
najszybszych wzrostow wartosci danego pola skalarnego w
poszczegolnych punktach, przy czym modut (dtugosc) kazdej
wartosci wektorowej jest rowny szybkosci wzrostu.
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O Dywergencja (zrodtowosc) pola wektorowego - operator
rozniczkowy bedacy miarg natezenia zrddta (lub jego
ujscia) na jednostke objetosci.

e

divE=VoE jest w granicy nieskonczenie matej
__ objetosci V, strumieniem
~ EodA wychodzacym ze zrodta i okresla
div E = Iim jego wydajnosc
V-0 Vv

Dywergencja dodatnia = strumien (masy) wody wyptywa z obszaru

Wydziat Informatyki, Elektroniki i
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[0 Rotacja lub wirowosc¢ — operator réozniczkowy dziatajacy
na pole wektorowe , tworzy pole wektorowe wskazujace
wirowanie (gestosc¢ cyrkulacji) pola wyjsciowego.

Krgzenie (cyrkulacja) pola wektorowego F po konturze
zamknietym jest zdefiniowane jako catka krzywoliniowa:

r=§1?“odi
C

Krzywa C ogranicza pewngqg
powierzchnie zamknietg rozpietg
na tej krzywej.

dl to element drogi catkowania - ma kierunek styczny do
krzywej C w danym punkcie.

Jezeli F jest sitq, to krgzenie I' ma sens fizyczny pracy.

Jezeli F jest sitq zachowawczg to '=0.
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rotacja wektora F: IS S NNNNNNN

i 7k SRR NN

., - - |0 o0 o SRR SNV SN

rotF =V X F = A o ARRRERE

ox Oy 0z RNV nnn

e B R VN

Jezeli rotacja danego pola wektorowego jest rowna zero
(wektorem zerowym), to pole to jest bezwirowe.
Pole bezwirowe posiada potencjat (i odwrotnie: pole
posiadajgce potencjat jest polem bezwirowym).
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O Przykiad:

Zbadac wirowos¢ pola elektrostatycznego oraz pola

magnetycznego przewodnika.
Przewodnik

E’ t B Z pradem j
c- 3/
< ® >
v
§Eodi:0 ‘rotljsz‘ §éodi;’:0 rotB # 0
C C

Pole magnetyczne jest polem wirowym. To okresla prawo Ampere‘a.
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, : ) S N
S U A o o R [0 Zadanie
S S S T
" amas TR e =] m S
vt it T
i L S B - ‘ - .
Y L = N Trzy z przedstawionych
L il ’ .
c),&\ N b d)/j N po.l w_ektorowych maJ'q
Ty | y / >/’ I znikajgca dywergencje w
~ & " :
Sty przedstawionym obszarze.
e e e R
N & |L_,.-IT\ \ a), b), d)
- ¥ | t.\ . \ : 1 g \ |,_I _‘. - h = .k -
s N . Dwa z nich majq znikajgcq
j_," ry L% b 'b\ \r\ -
¥ | B 4 ] \ -
VA BN SRR rotacje.
e) N L b)’ C)
S i L] r -"r"ll 4 4 4
—' N\ ] Prosze ocenic, ktore z pal
P = majgq omawiane wiasnosci?
APE N
AN AN b
/ Loy 0 -~
/‘ i/ p o\ -
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Przyktady z rachunku operatorowego

Majac zdefiniowane:
- pole skalarne @, y,2)
- pole wektorowe v, y,2)=iv.(x, v, 2)+ Vs (x5, v, 2) + V3 (x, 3, 2)
- wektory: F=xi+y+zk Oraz A=A,i+A4,j+Ak
oblicz:
a) grad 7*
b) vE.»

C) div grady

d) div rotA
e) Vx (Vo)
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Twierdzenie Gaussa-0Ostrogradskiego

umozliwia zamiane catki powierzchniowej §E0d;& —{pbdiv E dV
na objetosciowa (potrdjng) i na odwrot <

Z prawa Gaussa w postaci catkowej:

§Eod};:QW6W gdzie Q.. :::pdV :>§Eod;&:ﬁj;£dv
S ©o A S V ©o
Poréwnujgc wyrazenia divE = VoE = P
podcatkowe: c

Q)
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Prawo Gaussa

Postac¢ catkowa

Postac¢ rozniczkowa

Pole grawitacyjne

3@§°d_5’ = —47G - M
S

divj =Vog=—4nG-p,,

Pole
elektrostatyczne

Wydziat Informatyki, Elektroniki i
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Potencjat pola

[0 Wektor natezenia pola - istnieje zawsze

—

- F
E=—
9o
0 Potencjat (skalar) - istnieje tylko dla pol zachowawczych
(potencjalnych)

V=—2L
9,
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oddziatywanie

Wielkosci pomiedzy pole
charakteryzujace: (fadunkami | gjerostatyczne
punktowymi

- = 1 99,
sita K F_4n80 2
: 1 49,
energia E =
J  d4me, r

potencjalna E,

—

natezenie E

potencjat V

Wydziat Informatyki, Elektroniki i
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ZWigzek potencjatu z natezeniem pola

Dla dowolnej sity zachowawczej, zmiana energii potencjalnej
dE, dana jest wzorem: L . ——
dEp=—FC°dl = —qoE°dl
H_J
praca dW

Z definicji potencjatu:
dE

dV=—"L" dE, = qodV —— qodV = —qoE°dl
do

e

wiec dV =-Eodl E = —C;—Y — E = —gradV

Wydziat Informatyki, Elektroniki i 36
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dV=-Eodl po scatkowaniu:

W

V,—V ondl —  AV=V,-V,=——
ds

Roznica potenciatow AV miedzy dwoma punktami jest rowna
wzietej z przeciwnym znakiem pracy W wykonanej przez site
elektrostatyczng, przy przesunieciu jednostkowego tadunku z

jednego punktu do drugiego.

Réznice potencjatdw nazywamy napieciem U=AV

E
Jednostki: v =_—P — [U] — 1V = J
9o C
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Potencjat pola jednorodnego

Potencjat
wyzszy V,

V,=V

V>V,

Potencjat
nizszy V,

b b b
o ==|Eodl=—[ Fdl =—E[dl =~E(b-a) = ~Fd

Wydziat Informatyki, Elektroniki i
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Potencjat pola tadunku punktowego

|
Pal
Przesuwamy tadunek prébny q, z punktu P i
do nieskonczonosci “ gd_’:_
E:_j_\r, — dV = —E°dr E°d# = E dr coso®
(0 6]
dV=—EdFJ:> Voo—sz_JEdT
£ R
. . 1 ¢
Przyjmujemy V=0 i E= —
dme
zatem V, =V(R) = 1 ogolnie | V(@)= =
P 47T€0R 47[80 r
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Potencjat ciggtego rozktadu tadunkow

Dla natadowanej fadunkiem 4
powierzchniowym Q powtoKki
sferycznej, gdy r < R jest:

E = 0, czyli potencjat V jest
wielkoscig statg, niezalezng

od r.

Dla r>R, V zanika z ; R
odlegltoscig r jak 1/r '

Zadanie: Pokazacg, ze
potencjat dla powtoki
sferycznej wykazuje takg
zaleznosc¢ V(r) jak na
powyzszym wykresie

Wydziat Informatyki, Elektroniki i 40
Telekomunikacji - Teleinformatyka



PRZYKLAD:

Uproszczony model atomu zaktada, punktowe jadro o tadunku +Q), ktore jest
otoczone w odlegtosci R powtokg elektronowg bedaca sferg natadowang
tadunkiem -Q.

A) Narysuj zaleznos¢ E(r) i uzasadnij obliczeniami;

B) Oblicz rozktad potencjatu w funkciji odlegtosci od

jadra atomu.

C) Rozwazy¢ zagadnienie, gdy jgdro nie traktujemy jako punktowe,

tylko jest kulg o promieniu R; natadowana jednorodnie dodatnim

tadunkiem Q.
1 Qr

4meg R]:f"

Odp. c) Dlar<R E =
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Potencjat dipola

Potencjat wytwarzany przez dipol w dowolnym
punkcie P: r> 1

= 1 1
V=V1+V2=k9+k Q = Q —_ —
r r+Ar 4dmeg\r r+Ar

Q Ar
= mey r(r + AT) Zaktadamy: Ar ~1l-cos0O
r>»> Ar = Ar w mianowniku L
do zaniedbania
Q l:cos6f _
V= Moment dipolowy: =
yP— oment dipolowy ¢ p
1 p-cosb
V =
stad Atey T2
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Podsumowanie

[l

Ll

Elektrostatyka opisuje pola statyczne utworzone przez
tadunki elektryczne w spoczynku.

Pole elektrostatyczne jest zachowawcze (potencjalne).
Pole to jest charakteryzowane przez wektor natezenia
pola i potencjat.

Wartos¢ natezenia pola pochodzacego od konkretnych
rozktadow tadunku obliczamy badz z zasady
superpozycji i prawa Coulomba badz z prawa Gaussa.

Prawo Gaussa w postaci ca’rkowef lub rézniczkowej
stanowi jedno z réwnan Maxwel
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Wzory rozniczkowe
podsumowanie

Funkcja skalarna: D(x, vy, z)

Funkcja wektorowa: W(x, V,2)

— —

grac?@ = VO divlW =V oW

Dla pola elektrostatycznego:

E = —gradV diVEzﬂ
e

()

rotW =V xW

rotE =0
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