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Skad sie biorg drgania -
wiasnosci sprezyste ciat statych
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Odksztatcenie B B | )F\T,}/\
wzgledne = N 4 e
naprezenie Ly naprezenie naprezenie
rozciagajace scinajace objetosciowe

@ NAPREZENIE =g

to sita odksztatcajgca przypadajgca na zalezy od materiatu (modut
jednostkowg powierzchnie na ktérg sprezystosci) i odksztatcenia

dziata
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Prawo Hooke’'a (i635-1703r.)
| et
Dla matych naprezen, odksztatcenie

jest proporcjonalne do sity, ktora )

je wywotuje. pekniccic
naprezenie probki :
niszczace
F AL
e granica
S L sprezystosci [~ |
o " zakres odksztalcei
= trwatych
Q . s
‘g ||~ zakres sprezystosci
-Sﬁ (proporcjonalnosci)
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0 odksztalcenie (AL/L)
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Oscylator harmoniczny

Dla matych wychylen (w granicach

sprezystosci o AL
s L
|
F:@M (ES
L
|
sita — proporcjonalna do wychylenia

z potozenia rownowagi oraz ..

zwrot — do potozenia rc')wpowagi (przeciwnie do wychylenia)
F

F ==kx X

Fil=—-kxi=F = —kx

»
»
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Rownanie ruchu oscylatora

Sita harmoniczna = prawo Hooke’a F=-kx
Sita wypadkowa F=ma = ma = -kx
— : d*x _ K
II zasada dynamiki, réwnanie ruchu: m-——+ kx=0 ﬁ +—x= =0
podstawiajac a)o = ﬂﬂoox 0 rozwigzanie
rownania:
x = Acos(at + @)
czestosc drgan wtasnych
- zalezy od parametréw e
uktadu drgajgcego —=— = T:27z\/:
T m k
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skoro: *+Zx=0

dt2 m

x = Acos(awt + @)

to:
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a= d_zx ——Aw’ cos(a)t + gn)
dt’

2 ey
Fzuit o prostg Mg
i -

r=ﬂ % hq

> A

L +
e X
S m
)
5
ks 0
g
5 ¥m
(o
)
N7
S
3 0
o
=
o

— Xy
5 2
4= T Xy
O
N
S 0
§=2
&

2
— X

a m

ANANAS ‘m&

27.05.2024

Wydziat Informatyki, Elektroniki i
Telekomunikacji -

Kryminalistyka

X
™\ /T
|
| | 1|
~—— e —
| a)l |
v | | l
- | | |
I |
| | |
| | |
2 | | |
I |
| E | 1|
¢ T ®» : - 2nm
2m } | E
czas t




Energia w ruchu harmonicznym

Ep(x) =} Ek(x) . . . Fa—
E energia potencjalna sprezystosci
Ey(x) 3 i
«
ED Epzkx— Epz—kx,icosz(a)t+(p)
2 2 2
Q Ek(X)
X
=l 0 X : -
energia kinetyczna
E (t) + Ei(t) 1
E - _ Ll 22 .2
. £ - E, = ma-x, sm-(wt+ @)
B
energia catkowita B
E(t)
1., 1 5 1., 1 ,
0 " F Eczzkx +5mv =Ekxm25mvm
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file:///C:/Users/szkla/Documents/Dydaktyka/Wykłady/Demo/drgania1.exe

Przyktady

0 Masa zawieszona na sprezynie spowodowata jej rozciggniecie o 10 cm.
Jezeli wytrgcimy te mase z potozenia rownowagi, to bedzie ona
wykonywac drgania harmoniczne. Oblicz okres tych drgan.

Q Ktéra energia: kinetyczna czy potencjalna i ile razy jest wieksza w
chwili gdy wychylenie czastki z pofozenia rownowagi wynosi 1/3
amplitudy ?

Q Na koncu poziomej, sprezystej listewki, zamocowanej
w uchwycie, zaczepiono na nici odwaznik o masie m.
Wytrzymatosc¢ nici na zerwanie wynosi F,. Listewka z
ciezarkiem wykonuje drgania o amplitudzie A. -

1. W jakim potozeniu listewki 1, 2 czy 3 na nic dziata SOSEET L
najwieksza sita ? ===a
2. Oblicz, dla jakiej czestotliwosci f, drgan listewki, nic
ulegnie zerwaniu.
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Zadanie

Ciato o masie m umocowane do sprezyny odciggnieto z
potozenia rownowagi na odlegtosc L i puszczono swobodnie

aby wykonywato drgania harmoniczne o okresie T. ODblicz:

O czas, w ktorym ciato przebedzie droge od potozenia
poczgtkowego do potowy maksymalnego wychylenia.

predkosc¢ ciata w potowie maksymalnego wychylenia.
maksymalng wartosc sity sprezystosci.
catkowitg energie mechaniczng drgan.

czas po ktorym energia kinetyczna oscylatora bedzie
rowna jego energii potencjalnej.

[
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Przyktady
oscylatorow
harmonicznych

[0 Wahadto matematyczne
Ruch powoduje moment sity ciezkosci:

M =QL(F, sin@) =-Lmgsin 0

znak minus oznacza, ze moment sity
powoduje zmniejszenie kata 6

Korzystajgc z II zasady dynamiki dla

ruchu obrotowego: 720
M =1 = ]—2
Zaktadamy, ze kat 0 jest dt
maty (mate drgania) czyli
sinB = 06 : M:_ngg
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d26
M=—-Lmgl M= I_dtz
Rownanie oscylatora harmonicznego:

B

2 1 d”0 +Lmg =0
d-60 N Lmg 6 0 72
dt* I
d*6 Lm
—2+0)3'5’=0 gdzie w, = kil
dt 1
ale [ =ml? = o, = %
wzor prawdziwy dla L
matlej amplitudy drgan 7 =27 [—
E
Lub: F =—-mg:sinf =~ —mg6 x=1L60 = Fz—mg%
Dla matych amplitud w ruchu harmonicznym F=—kx
| 2 _k _4n* Mg = ek
Wiec skoro wy =_—=—7 1 k = T = T =2n mg/L—Zn\/;
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file:///C:/Users/szkla/Documents/Dydaktyka/Wykłady/Demo/drgania2.exe

Wahadto fizyczne

Wahadtem fizycznym jest kazda
bryta sztywna w ruchu drgajgcym

M =—-mghsin 6

2
1y d—f =—mghsin @
dt

dla matych katéw 0

2
]Od—f+mgh0=0
dt

wzér prawdziwy dla matej amplitudy drgan

I, h?
T:27z\/ sm £ 1M

mgh
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Przyktad wahadta fizycznego

Przymiar metrowy wykonuje drgania wokot punktu
zawieszenia O, znajdujgcego sie na jednym z jego
koncow, w odlegtosci h od jego srodka masy C jak
na rysunku. Mierzgc okres drgan T, wyznaczyc¢
przyspieszenie g w tym punkcie na Ziemi.

' ie: I, +mh*
Rozwigzanie: T:27z\/ m = =imL2
mgh 12
p=t
2
2
_ Sz L
1T =27 — o = 5
37
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Wahadto torsyjne M =—«x0

moment kierujacy k zalezy od

| nieruchomy koniec dtugosci, srednicy i materiatu z
jakiego wykonano drut
2
drut d_@ + E@ =0
dt* 1
linia odniesienia d2 2] K
—2 + C()gg =0 (()g - —
dt 1
+6m T = 2_7Z = i
-6, 0 a, K

Wahadto torsyjne stuzy do wyznaczania momentu
bezwtadnosci bryt o dowolnych nieregularnych
ksztattach ) cialo X

b)
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Drgania ttumione

m Po wychyleniu m, na ruch wptywaja:
= F, wypadkowa = F, sprezystosci + F, oporu
osrodek o statej
tlumienia b
Sita oporu — sita Stokes’a
Foporu= -b-V gdzie b to stata ttumienia zatem ma = -kx - bV
2 2
md—+bd—+kx 0 d—+2ﬂ ﬁ—ka)ox 0
dt>  dt dt? dt

b
gdzie ﬁ:ﬂ to wspétczynnik ttumienia
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Rozwigzanie rownania oscylatora harmonicznego

ttlumionego
d2

— 2,B—+a)x 0
dt*

Dla matych wartosci wspoiczynnika ttumienia, proponujemy
rozwigzanie periodyczne, w ktorym amplituda oscylacji maleje
wyktadniczo z czasem

x(t) = A,e 7" cos(wt + @) :
S——r— A ke
A() ' Wﬂn x(t)
0 MW\MMW .
gdzie A(t) jest malejacq w UU ﬂﬂﬂﬂﬂ
czasie amplituda oscylatora A

harmonicznego
Ay = A e "
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Zaleznost x= () dla droan tumionyeh
b

Ag. |
x= Ay Fud) + g0 Foosd)

U T —Iﬁ_l t

falemnosci x = x(1) dia dwdch rozwigzan aperio-
dycznych S=m, 1 f) o,

x(t) = Aoe_ﬂ = cos(a)t + gp)
%K_J
A(1)
czestos¢ drgan rozna od czestosci
drgan witasnych i zalezna od tlumienia
rozwigzanie periodyczne - gdy:

@, >> B bo w” —a)o —pB*>0

T - czas relaksacji (amplituda maleje e — razy)

Miarg ttumienia jest logarytmiczny dekrement
ttumienia: Aoe_ﬁ"

Aoe—ﬂ(t+T)

A=In

o, =  rozwigzanie krytyczne
x(t) = Aoe_'B

w, <  Fozwigzanie aperiodyczne g
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file:///C:/Users/szkla/Documents/Dydaktyka/Wykłady/Demo/drgania2.exe

Zadanie

Cienki, jednorodny pret o masie m i dtugosci L zawieszono w
odlegtosci x=1/3 L od jego konca. Pret wychylono o niewielki
kat z potozenia rownowagi, a nastepnie puszczono swobodnie.

[0 Oblicz moment bezwtadnosci takiego wahadta.

[0 Oblicz wypadkowy wektor momentu sity dziatajgcy na
wahadto.

O Podaj rozniczkowe rownanie ruchu tego wahadta fizycznego
stosujac przyblizenie matych katow i na jego podstawie oblicz
okres drgan tego wahadta.
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Rezonans

O Periodyczne wymuszenie: F =F;cosQxt

O Roéwnanie ttumionego oscylatora harmonicznego z

see et mi + b + kx= F, cosQ

. : 23 . b » k b
X+20c+awyx=ycos{¥  gdzie: F=--  @&=— I
r _ _ N
W stanie ustalonym drgania oscylatora zachodzg z
kczestoécia wymuszenia Q =
O Rozwigzanie rownania: x(t) = A(Q)sin(Q + p(Q))
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Otrzymujemy drgania , niegasngce”, jak dla prostego oscylatora

harmonicznego, o amplitudzie niezaleznej od czasu, ale

[0 amplituda A(Q) jest funkcjg czestosci wymuszenia

A(Q)= L
\/(a)g ~02f +4p2Q?
(1 przesuniecie fazowe ¢(Q) nie jest dowolng o d = 20-Q
2
statg lecz jest rowniez scisle okreslone przez G
czestosc wymuszenia. | O=-T1/2

Informuje o jaki kat

maksimum wychylenia
wyprzedza maksimum
Sity wymuszajqce]j

00

—e— Serie1

—=— Serie2
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[0 Rezonans wystepuje gdy amplituda osigga
wartos¢ maksymalng co w praktyce oznacza
ze czestoS¢ wymuszenia zbliza sie do czestosci

drgan wiasnych

Fok

rezonans parametryczny

1 )ﬁ_‘ﬁg
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file:///C:/Users/szkla/Documents/Dydaktyka/Wykłady/Demo/Most Tacoma.webm
file:///C:/Users/szkla/Documents/Dydaktyka/Wykłady/Demo/Rosyjska inżynieria-Most(360p_H.264-AAC).mp4

Sktadanie drgan

|
0 zachodzacych w tym samym kierunku

t)=A t+
X1 (t)=A;cos(wt+®,) Xw(t)=X1(t)+X2(t)
gdy amplitudy i czestosci sg jednakowe, a drgania sg

przesunigte w fazie o @: Xy =X () + 2, (1) = 2Acos%cos(a)t+%)
gdy ¢ = n - wygaszenie drgan

gdy ¢ = 2 - wzmocnienie Xyyp= 2A COS (wi) »
Gdy drgania majg zblizong czestotliwosc
otrzymujemy drgania o modulowanej amplitudzie.
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O Sktadanie drgan zachodzacych w kierunkach wzajemnie
prostopadtych

) 0

"Pp- x(t)=A.smat y()=A,sin(wr + %)

47 4,

Krzywe Lissajous — Jules Antoine
Lissajous (1822-1880) po raz pierwszy
zademonstrowat krzywe w roku 1857

1
—ﬁ"%’-’;——-{ 0° 45° 90° 135° 180°
| czestotliwpsei |

f_1
AN N
r_1
-+ | 00NN VD
A_it
h_2 ’
fy 3
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file:///C:/Users/szkla/Documents/Dydaktyka/Wykłady/Demo/lissajous.xls
file:///C:/Users/szkla/Documents/Dydaktyka/Wykłady/Demo/lissajous.exe

Przyktad

|
Do ptytek odchylania poziomego i pionowego oscyloskopu
przytozono napiecia: U,= awsinawt oraz U,= b-cos2at.
Wyznaczyc tor promienia na ekranie oscyloskopu.

Rozwigzanie:
Réwnanie toru — nalezy wyeliminowac czas z réwnan:

Uy 2 .2 —>
= COS 2wt cos2axt =cos” awxt—sm” wt =1—-2smm" ax
_ U, U\ 2b
X —sin ot - —=1-2-= stad —b——ZU
a b a a
parabola !
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