PRAWO GAUSSA.

1. Strumien pola wektorowego.
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Strumien pola wektorowego o natezeniu W przechodzacy przez dang powierzchni¢ S definiujemy:
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Oznacza to, ze powierzchnia przedstawiona jest za pomoca wektora don prostopadlego, o dtugosci

proporcjonalnej do wielkosci powierzchni — Rys. 1.
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Obliczenie strumienia jest banalne w przypadku powierzchni plaskiej. Jezeli natomiast
powierzchnia, przez ktdra przechodzi strumien pola sktada si¢ z kilku plaszczyzn, wowczas calkowity

strumien oblicza si¢ sumujac strumienie przechodzace przez poszczegdlne plaszczyzny tzn.
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Dla przypadku pokazanego na Rys.2. calkowity strumien @ = 4®, + Op+ Dpp  gdzie Dy
jest strumieniem przechodzacym przez sciany boczne ,pudetka”, a ®p. i @pp sg strumieniami
przechodzacymi odpowiednio przez podstawy z lewej i prawej strony ,,pudetka”.

W tym przypadku @y, = W-Sp-cos 90° = 0,
natomiast ®pp = W-S,-cos 180° = -W-S
oraz ®p;, = W-S-cos 0° = W-S.

Sumujac te strumienie znajdujemy, ze catkowity strumien przechodzacy przez t¢ powierzchnig

zamknigtg jest rOwny zero.

Podobnie nalezy postgpi¢ w przypadku powierzchni, ktéra nie jest ptaska. W takiej sytuacji

%
calg powierzchnie dzielimy na elementy dS - jak na Rys.28-2 z II t. podrecznika Halliday-Resnick.
Strumien obliczamy zastepujac we wzorze (2) sumowanie — calkowaniem (w tym przypadku po

powierzchni zamknigte;j):
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Oczywiscie, matematycznie moze to by¢ mniej lub bardziej skomplikowane — zaleznie od kata miedzy

wektorem natezenia pola a wektorem dS.



2. Prawo Gaussa.
Najprostsze sformulowanie tego prawa moze by¢ nastepujace:
Catkowity strumien pola wektorowego, przechodzgcy przez dowolng powierzchnie zamknigtg

jest proporcjonalny do Zrodla tego pola zamknigtego wewngqtrz tej wybranej powierzchni.

W przypadku pola grawitacyjnego: @ = -4nG-m gdzie m jest masg zamknicta wewnatrz
wybranej przez nas powierzchni Gaussa, bedaca zrodtem pola grawitacyjnego, a G powszechng
stalg grawitacji.

Dla pola elektrostatycznego: = L-q gdzie q jest zrodtem pola elektrostatycz-
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nego, a & jest przenikalnoscia elektryczna prozni.

Biorac pod uwagg poznane definicje strumienia prawo Gaussa mozemy wigc zapisac:
Pole grawitacyjne: Pole elektrostatyczne:
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3. Zastosowanie prawa Gaussa.

3.1. Wybor powierzchni Gaussa.

W kazdym rozpatrywanym przez nas przypadku podstawowe znaczenie ma odpowiedni dobor
powierzchni Gaussa. Samo sformutowanie prawa pozostawia nam catkowita dowolnos¢ w wyborze
powierzchni - jednakze pamigtajac o mozliwych trudnosciach matematycznych, nalezy tak dobierac
powierzchnie Gaussa, aby pdzniejsze obliczenia byly jak najlatwiejsze. Generalng zasada, jaka nalezy
si¢ kierowac, jest taki wybor powierzchni, aby jej symetria odpowiadata symetrii zrodta. W najprost-
szym przypadku — zZrédla punktowego, dajacego pole o symetrii sferycznej oczywistym wyborem
powierzchni Gaussa bedzie sfera majaca taka sama symetri¢. Dla zrodla wykazujacego symetrig

osiowa najbardziej odpowiednig powierzchnia Gaussa begdzie walec — jak na Rys.3. Taki wybér

Rys.3




powierzchni daje dwojakie korzysci: po pierwsze staly jest kat pomiedzy wektorem nate¢zenia pola a
wektorem dS, a po drugie — stata jest rowniez wartos¢ wektora natezenia pola w kazdym punkcie
powierzchni Gaussa.

Nieco inaczej wyglada wybdr powierzchni Gaussa w przypadku rozpatrywania pola
wytwarzanego przez plaszczyzng. Pole takie (obojetne grawitacyjne lub elektrostatyczne) jest
jednorodne — wektory natezenia sg prostopadle do plaszczyzny. W takiej sytuacji nalezy tak wybraé
zamknieta powierzchnie Gaussa, aby wektory natgzenia byly albo prostopadle albo rownoleglte do
plaszezyzn tworzacych powierzchni¢ Gaussa. Oczywiscie wybrana powierzchnia musi zawiera¢ w

sobie czes¢ plaszczyzny wytwarzajacej pole. Ilustruja to nastepujace rysunki:

Rys.4a, b, c

Rys.4.a. przedstawia niewlasciwy wybdr powierzchni Gaussa ze wzgledu na zmienny kat pomiedzy
wektorami natezenia i wektorami elementow powierzchni dS. Rozwiazania b) i c¢) sa rbwnowazne i
poprawne — strumien przechodzacy przez $ciany boczne jest rdéwny zero, a strumienie przechodzace

przez podstawy sg tatwe do policzenia.



3.2. Obliczenie strumienia pola.

Kolejny krok w zastosowaniu prawa Gaussa polega na wlasciwym obliczeniu strumienia pola
na podstawie wzordéw (2) Iub (3). O ile sama powierzchnia Gaussa zostata wybrana prawidtowo, krok
ten nie powinien nastrecza¢ zadnych trudnosci. Pamigta¢ nalezy jedynie o sprawdzeniu zwrotow
wektoréw natezenia pola i elementu dS — gdy sa zgodne, kat miedzy nimi wynosi 0° a zatem cos 0° =1

w przypadku zwrotéw przeciwnych cos 180° = -1

3.3. Obliczenie wielkosci Zrédla zawartego wewnatrz powierzchni Gaussa.
Trzecim, kolejnym krokiem przy zastosowaniu prawa Gaussa jest obliczenie, jaka masa lub
tadunek jest zawarty wewnatrz wybranej przez nas powierzchni Gaussa. Jezeli w rozpatrywanym

zagadnieniu mamy do czynienia z obje¢tosciowym rozkladem masy lub tadunku, woéwczas mozna

okresli¢ (lub jest dana) jego gestos¢ objetosciowa: dla masy ng lub dla tadunku ng. Dla

rozkladu powierzchniowego definiujemy gestos¢ powierzchniowa & =% lub analogicznie & =%.

Przy liniowym rozkladzie masy lub fadunku (np. na jednowymiarowej nici) méwimy o gestosci
liniowej definiowanej jako 4 =% lub 1 =%.

W powyzszych wzorach V, S oraz L oznaczaja odpowiednio objetos¢, powierzchni¢ lub
dlugos¢ wylacznie tej czescei zrodla pola, ktdra jest zawarta wewngtrz wybranej powierzchni Gaussa.
Tak wigc, skoro gestosci fragmentu zrodia sg takie same jak calosci, z wzorow tych mozna tatwo

obliczy¢ potrzebng warto$é m lub g.

3.4. Krok ostatni — polaczenie dokonanych obliczen.

Majac teraz obliczong lewa strone rownan (4) lub (5) — patrz p.3.2, oraz prawa strong tych
réwnan — p.3.3 pozostaje nam teraz tylko potaczy¢ otrzymane wyniki w jedno roéwnanie, a nastepnie
wyliczy¢ potrzebng wartos¢ natezenia pola grawitacyjnego g lub pola elektrostatycznego E.

Sadze, ze wlasciwe bedzie zilustrowanie tych rozwazan konkretnymi przyktadami.



